Limites et comportement asymptotique

I. Opérations et limites

f et g sont deux fonctions données ; a désigne un nombre réel, ou +6 ou -6 ; | et I' deux
nombres réels.

1) Limite d'une somme.

lim £(x) | | | +8 -3 +3
lim g(x) I 3 -3 +3 -3 -3
lim(fO)+90)) | 1+1 | +3 -8 +3 3 | ?22?

2)Limite d'un produit.

lim £(x) | [le0| 8 | 0

lim g(x) § +§ +§ +8

lim (FC)-9(x)) | 11 +§ +5 | 222

3)Limite d'un quotient.

lim £(x) | lyO | +3 0 +3

lim g(x) Iyo | 0 +5 I 0 +§

. f(x) |

lim ——= = 5 5 222 | 222

% 90 T +0 0 +0 27?7 27?7
4)Théoremes :

1) La limite en plus ou moins I'infini d'une fonction polyndme est égale a la limite de son terme
de plus haut degré.

2) La limite en plus ou moins l'infini d'une fonction rationnelle est égale a la limite du rapport
de ses termes de plus haut degré.

II. Limite paw composee et comparaison
1) Limite d'une fonction composée.
Soit a, | et |I' des nombres réels ou +90
Soit u et g deux fonctions dont la composée gou existe sur un intervalle contenant le nombre
réel a, ou de borne a.

Si limu(x) =l et si I)grr} g(X) = I"alors limgou(x) = I

X—a

Exemple :




Soit f(x) = 4+% définie sur 10 ; +3 [.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

u(x) = 4+% ;g(x) = Vx ; f(x) = gou(x)

e EnO:

lim u(x) = +6 lim g(x) = +6 donc lim gou(x) = +6 etlim f(x) = +0
x—0 X+ x—0 x—0
e En+o

lim u(x) =4 )l(inlg(x) =2 donc lim gou(x) = 2 et lim f(x)=2
X—>+0 —> X—>+00 X—>+0

2)Limite par comparaison
» Soit les fonctions f, g et h définies sur un intervalle I = Ja; +6[.
Si pour tout x de I, h(x) < f(x) et si lim h(x) = +6 alors lim f(x) = +0

Si pour tout x de I, f(x) < g(x) et si lim g(x)=-6alors lim f(x)=-6

» Soit les fonctions f, g et h définies sur un intervalle I = ] a; +3[ et soit | un nombre réel.
Si pour tout x de I, h(x) < f(x) < g(x) et si lim h(x)=1= lim g(x) alors lim f(x)=1.
X—>+0 X—>+0 X—>+0

On a des théorémes analogues pour I = ]1-3 ; a[ et les limites en -6 ou en a.

Exemple :
Soit une fonction f définie sur ] 0 ; +6 [ et telle que pour tout x de 1O ; +6 [ :
1

1 <f(x) < % Démontrer que lim f(x) = 0.

X—>+0

On sait que lim 1 =0 deplus lim Ll = 0.

X—>+0 X X—>+0 X +

Comme xil < f(x) s% pour tout x de 10 ; +6 [, on peut conclure que lim f(x) = O grdce au

théoréme d'encadrement.

III. Asymptotes
1) Asymptote verticale

Soit f une fonction telle que lim f(x) = +38.
X—a

On dit que la droite d'équation x = a est asymptote verticale a la courbe.
Le réel a est souvent une borne ouverte de I'ensemble de définition de f.

2)Asymptote horizontale
Soit f une fonction telle que lim f(x) = I.

X—>tow

On dit que la droite y = | est une asymptote horizontale a la courbe en +34.

3)Asymptote oblique



Si lim [f(x)- (ax+b )] =0 alors la droite d'équationy = ax + b est une asymptote oblique a

la courbe représentative de f en +&.

Remarque :
Si la fonction f peut s'écrire f(x) = ax + b +&(x) avec lim €(x) = 0, alors la droite d'équation

X—>tom

y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe représentative de f en +4.

L'étude du signe de la différence f(x) - (ax + b ) indique la position relative de la courbe
par rapport a la droite d'équationy = ax + b.

Sif(x)-(ax+b)>0,la courbe est au dessus de |'asymptote.
Sif(x)-(ax+b)<0,lacourbe est en dessous de I'asymptote.

Exemple :
1

Soit f la fonction définie sur E — {1} par f(x) = x + 3 — 1

La droite d'équationy = x + 3 est donc une asymptote oblique a la courbe représentative de f
en +0.



